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Über die Verträglichkeitsbedingungen in 
einem Cosseratschen Kontinuum 
Von Siegfried Kessel 
vorgelegt von H. Schaefer 
(Eingegangen am 11. 5. 1965) 
übe r 8 ich t: Es werden die Verträglichkeitsbedingungen und die WeirI{Jarten- V olterra-
sehen Sprung bedingungen für ein mehrfach zusammenhängendes Cosseratsches Konti-
nuum abgeleitet. Die Verträglichkeitsbedingungen erweisen sich als natürliche Bedin-
gungen des Prinzips von Castigliano. 
Summary: The conditions 0/ compatibility and the jump conditions 0/ Weing2rten and 
Voltara are derived tor a multiply connected C08serat-continuum. The equations 0/ compatibility 
are shown to be natural conditiona 0/ Castiglianos principle. 
1. Einleitung 
Deutet man in der klassischen, linearen Elastizitätstheorie die Definitions-
gleichungen des Deformationstensors 
1 
2(O;Uk + OkUI) = 8ik 
als ein System von Differentialgleichungen für das Verschiebungsvektorfeld Uk, 
so liefert die Integration dieser Differentialgleichungen ein in einem Gebiet G 
eindeutiges Vektorfeld Uk, wenn das Tensorfeld 81k in G gewissen Verträglich-
keitsbedingungen genügt. In einem einfach zusammenhängenden Gebiet G 
lauten diese Bedingungen bekanntlich: 
eilp ekmq 01 om 8pq = 0 ; 
ist G mehrfach zusammenhängend, so muß das Deformationstensorfeld 8ik noch 
zusätzlich integralen Bedingungen genügen. Alle diese Bedingungen kann man 
entweder durch einfache kinematische überlegungen herleiten [1], [2], oder 
aus dem Castiglianoschen Variationsprinzip als natürliche Bedingungen er-
halten [3]. 
Läßt man die Forderung nach Eindeutigkeit des Verschiebungsvektorfeldes 
in einem mehrfach zusammenhängenden Gebiet G fallen, setzt aber immer noch 
Stetigkeit und zweimalige Differenzierbarkeit des Tensorfeldes 8it sowie die 
Erfüllung der differentiellen Verträglichkeitsbedingungen in G voraus, so er-
hält man die Weingarten- V olterraschen Sprung bedingungen für das Verschie-
bungsvektorfeld, die in der Versetzungstheorie von Bedeutung sind [4], (5], [6]. 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Verträglichkeits- und Sprungbedingun-
gen für die Kinematik des C08seratschen Kontinuums abzuleiten. 
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2. Die Kinematik des Cosseratschen Kontinuums 
Im Cosseratschen Kontinuum hat jeder Punkt 6 kinematische Freiheitsgrade: 
3 Freiheitsgrade der Tran lation und 3 Freiheitsgrade der Rotation. Um von der 
Drehung eines Punktes sprechen zu können, denken wir uns jeden Punkt als 
Träger eines starren Dreibeins. Mit Drehung des Punktes meinen wir dann die 
Drehung des Dreibeins relativ zu einem raumfesten, cartesischen Bezugs-
system. Im unverformten Ausgangszustand sollen alle Dreibeine parallel zum 
raumfesten Koordinatensystem ausgerichtet sein. Durch Verschiebung und 
Drehung der Punkte überführen wir das Kontinuum in einen verformten Zu-
stand, wobei wir voraussetzen wollen, daß die Gradienten der Verschiebungs-
vektorkomponenten 0; Uk (Xl, X2, X3) <'S 1 sind und die Drehungen der starren 
Dreibeine durch Drehvektoren rJ>k (Xl, X2, X3) beschrieben werden dürfen. Der 
Deformationszustand des Cosseratschen Kontinuums ist dann durch die folgen-
den Tensorfelder charakterisiert: 
1 
Eik = 2" (Oi Uk + Ok u;) (1) 
1 
({!i = rJ>i - 2" eikZ Ok Uz 
"Xjk = Oi rJ>k 
(2) 
(3) 
EU ist der symmetrische Verschiebungsdeformationstensor, ({!i der Verdrehungs-
deformationsvektor, der den Unterschied zwischen der Absolutdrehung rJ>i und 
der Verschiebungsdrehung angibt, und Ulk ist der Krümmungstensor. 
'Vir rechnen in cartesischen Koordinaten und schreiben Oi als Abkürzung für 
o 
den Gradientenoperator-;:;- ; eikZ ist der vollständig antisymmetrische Per-
UXj 
mutationstensor (e123 = + 1, el32 = - 1, e1l3 = 0 usw.), und wir benutzen 
die Ein.steinsche Summationsregel : über doppelt vorkommende Indizes wird 
von 1 bis 3 summiert. 
Aus (1) und (2) bilden wir den nicht symmetrischen Deformationstensor: 
Yik = Eik - eik/ ({!l . (4) 
Für den Gradiententensor des Verschiebungsvektorfeldes erhalten wir dann: 
Oj Uk = Yik + eikZ rJ>z • (5) 
Fassen wir nun (3) und (5) als Differentialgleichungen für rJ>k und Uk auf, so 
lassen sich die Lösungen dieser Differentialgleichungen schreiben [7]: 
P 
rJ>k (P) = rJ>k (Po) + f Umk d ~m , (6) 
P, 
Uk (P) = Uk (Po) + eklm rJ>1 (Po) (xm (P) - X m (Po) ) + 
P 
+ f [Ymk + ekl( (Xi (P) - ~i) "Xmd d ~m ; (7) 
P, 
Uk (Po) und rJ>k (Po) sind der Verschiebungsvektor und der Drehvektor in 
einem Punkte Po mit den Koordinaten Xk (Po); ~i ist ein Punkt auf dem 
Integrationswege von Po nach P. Wenn die Linienintegrale in (6) und (7) in 
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einem Gebiet G wegunabhängig sind, erhalten wir in G stetige und eindeutige 
Vektorfelder q)k und Uk. Das ist dann der Fall, wenn die vorgegebenen Tensor-
felder Xik und Yik den Verträglichkeitsbedingungen in G genügen. 
3. Verträglichkeitsbedingungen in einem einfach zusammenhängenden Körper 
In einem einfach zusammenhängenden Körper V seien die Tensorfelder Yik und 
Xik als einmal stetig differenzierbare Funktionen gegeben (Yik> Xik E Cl in V). 
Nehmen wir an, daß die Linienintegrale in (6) und (7) wegunabhängig sind, so 
haben diese Integrale für beliebige geschlossene Wege in V den Wert Null: 
P Xml d ~m = 0 , (8) 
K 
P [Ymk + ekH (Xi (P) - ~i) xmd d ~m = 0 . (9) 
K 
Berüchichtigen wir in (9) die Gleichungen (8), so erhalten wir: 
P [Ymk - ekli ~i Xml] d ~m = 0 . (10) 
K 
In V läßt sich jede geschlossene Kurve Kais Randkurve einer ganz in V liegen-
den Fläche f auffassen. Mit Hilfe des Stokesschen Satzes lassen sich nun die 
Integrale (8) und (10) in FlächeninteJale über eine solche Fläche f umformen: 
fIeipqOpXqZnidf=O, (11) 
f 
ff eipq op (Yqk - ekli Xi Xqz) ni d f = 0 , (12) 
f 
wobei ni der Normaleneinheitsvektor eines Flächenelementes d f ist. Da die 
Fläche f beliebig ist, folgen aus (11) und (12) die insgesamt 18 differentiellen 
Verträglichkeitsbedingungen : 
eipq cp Xqk = 0 , (13) 
in V. 
eipq op Yqk + Öik Xqq - Xkl = 0 (14) 
Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend für die Existenz eindeutiger 
Verschiebungs- und Drehvektorfelder in V. 
4. Verträglichkeits bedingungen in einem zweifach zusammenhängenden Körper 
In einem zweifach zusammenhängenden Körper V seien Ytk und Xlk E Cl ge-
geben, und wir setzen voraus, daß die Verträglichkeits bedingungen (13) und 
Abb.l 
(14) in Verfüllt sind. Wegen des zweifachen Zusammenhangs gibt .. es jet~t aber 
geschlossene Kurven K in V, in die sich keine Fläche einspannen laßt, dIe ganz 
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in V liegt, und wir können aus (13) und (14) nicht schließen, daß die Linien-
integrale über K verschwinden. 
Durch einen Schnitt S entsteht aus V der einfach zusammenhängende Körper 
V'. Die Werte von Uk und (Pk auf den beiden Schnittufern von S nennen wir 
ut, (Pt und ui:, (Pi:. Wir bezeichnen den Sprung dieser Vektorfelder beim 
Durchgang durch die Schnittfläche S an der Stelle Q mit: 
[Uk] (Q) == ut (Q) - Uk (Q) , (15) 
[(Pk] (Q) == (Pt (Q) - (Pi; (Q) , (16) 
und wir verlangen: (17) 
(18) 
aufS. 
Aus (6) und (7) erhalten wir: 
[Uk] (Q) = J [Ymk + eklt (Xi (Q) - ~i) Uml] d ~m = 0 , (19) 
K 
[(Ph (Q) = J Ulk d ~Z = 0 ; (20) 
K 
und für einen beliebigen Punkt Q' auf S: 
[Uk] (Q') = J [Ymk + ekU (Xi (Q') - ~i) UmZ] d ~m = 0 , (19a) 
K' 
[(Pk] (Q') = J Uek d ~Z = 0 . (20a) 
K' 
Aus (20) und (20a) folgt die erste Integralbedingung für die Verträglichkeit der 
Deformationstensorlelder: 
~ Ulk d ~l = 0 , (21) 
K 
für jede das Loch umschließend~ Kurve K. 
Mit (21) ergibt sich dann aus (19) und (19a) die zweite Integralbedingung : 
~ [Ymk - ekli ~i Uml] d $m = 0 , (22) 
K 
für jede das Loch umschließende Kurve K. Da in V die differentiellen Ver-
träglichkeitsbedingungen nach Voraussetzung erfüllt sind, genügt es, wenn 
diese integralen Bedingungen auf irgend einer Kurve K erfüllt sind, die sich in 
V nicht auf einen Punkt zusammenziehen läßt. 
In einem n-fach zusammenhängenden Körper Vergeben sich aus Yik und Uik 
in V eindeutige und stetige Vektorfelder Uk und (Pk, wenn neben den differen-
tiellen Verträglichkeitsbedingungen in V noch 2 (n-1) Integralbedingungen der 
oben angegebenen Art erfüllt sind. 
o. Die Weingarten- Volterraschen Sprungbedingungen 
Wir betrachten wieder einen zweifach zusammenhängenden Körper V, der 
durch einen Schnitt S zu einem einfach zusammenhängenden Körper V' zer-
schnitten ist (Abb. 1). In V seien den differentiellen Verträglichkeitsbedingun-
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gen genügende Yik und Uik E Cl vorgegeben. Wir beantworten unter diesen 
Voraussetzungen die Frage, ob für das Drehvektorfeld (/Jk und das Verschie-
bungsvektorfeld Uk Unstetigkeiten auf S möglich sind. 
Mit (6) und (7) wird: 
[Uk] (Q) 
[(/Jh (Q) 
und 
= f [Ymk + ekli (Xi (Q) - ~1) umd d ~m , 
K 
= f Umk d ~m ; 
K 
(23) 
(24) 
[Uk] (Q') = f [Ymk + ekrt (Xi (Q') - ~i) Uml] d ~m, (23a) 
K' 
[(/Jk] (Q') = f Umk d;m . (24a) 
K' 
Wegen der Stetigkeit von Uilc in der Schnittfläche S gilt: 
Q Q' 
f U;;;k d ;m = - f U;;;k d ;m , (25) 
Q' Q 
und wegen der Gültigkeit von (13) in V' schließlich: 
~ Umk d ;m = ~ Umk d ;m , (26) 
K' K 
so daß wir für den Drehsprung [(/Jk] einen über S konstanten Vektor ak er-
halten: 
Mit diesem Ergebnis wird: 
und 
[Uk] (Q) ~ [Ymk - ekli ;j umd d ;m + ekH a/ Xj (Q) 
K 
(27) 
(28) 
[Uk] (Q') = ~ [Ymk - eklj;1 umd d;m + ekH al Xi (Q') . (28a) 
K' 
Da in V' die Verträglichkeits bedingungen (14) gelten, und auch Ytk über S 
stetig ist, werden die Kurvenintegrale in (28) und (28a) einander gleich. Für 
den Verschiebungssprung in S erhalten wir somit: 
[Uk] (Q') = [Uk] (Q) + ekli al (Xi (Q') - Xi (Q) ) . (29) 
Bezeichnen wir den Verschiebungssprung an der festen Stelle Q mit bk : 
so bedeutet 
[Uk] (Q) = bt , (30) 
[ud (Q') = bk + em al (X; (Q') - Xl (Q) ) , (29a) 
daß die beiden Schnittufer von S um diese infinitesimale starre Bewegung 
auseinanderrücken dürfen, wenn man nach dem "Verschweißen" von V' zu V, 
in V einen überall eindeutigen und stetigen Deformationszustand erhalten will 
(Eigenspannungszustand ). 
Außerdem zeigt sich, daß ein Drehsprung allein mit den oben angegebenen 
Voraussetzungen über Ytk und Utk nicht verträglich ist. 
Sind in einem zweifach zusammenhängenden Körper die für die Unstetigkeiten 
des Verschiebungs- und Drehvektorfeldes charakteristischen Konstanten ak und 
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bk vorgegeben, so haben die Deformationstensorfelder Yik und Xik neben den 
differentiellen Bedingungen (13) und (14) in V noch den Integralbedingungen: 
1>- Xmk d ~m = ak (31) 
K 
9> [ymk - ekli ~i xmz] d ~m = bk - ekU al Xi (Q) 
KQ 
(32) 
zu genügen, wobei K Q eine das Loch umschließende Kurve durch den Punkt Q 
ist. 
Die Gleichungen (27) und (29a) stimmen formal überein mit den im klassischen 
Kontinuum geltenden Formeln von Weingarten und Volterra [2], [6]. Man 
nennt den Verschiebungssprung (29 a) eine Volterrasche Distorsion. 
6. Sprungbedingungen im klassischen Kontinnum 
Zum Abschluß der kinematischen "Überlegungen behandeln wir als einen 
Sonderfall das klassische Kontinuum, in dem 
f{Jk == 0 (33) 
gesetzt wird. Daraus folgt 
und 
denn es ist: 
1 
I]Jk = 2 eklm 01 Um , 
Ymk = Smk = S(mk) 
Xm! = Gm I]Jl = elpq Gp Sqm , 
Gm I]Jz = ~ elpq Cm Wpq , 
1 
Wpq = '4 epq; eikl (Ok Ul - GI Uk) , 
Gm wpq = ~ epqi eikl (Ok Sml - 01 Smk) . 
(34) 
(35) 
(36) 
Aus (31) und (32) ergeben sich dann die bekannten Weingartenschen Formeln: 
4i elpq op Sqm d ~m = al , (37) 
K 
9> { Smk - ekli ~i elpq op Sqm } d ~m = bk - ekU al Xi (Q) . (38) KQ 
7. Ableitung der Verträglichkeitsbedingungen aus dem Prinzip von Castigliano 
In der klassischen Elastizitätstheorie folgen aus dem Variationsprinzip von 
Castigliano differentielle und integrale Verträglichkeits bedingungen als natür-
liche Bedingungen, wie Stick/orth [3] gezeigt hat. 
Ein Ca~tiglianosches Variationsprinzip läßt sich auch in der linearen Elastizi-
tätstheorie des C08seratschen Kontinuums formulieren, und wir zeigen jetzt, 
daß sich sowohl die differentiellen als auch die integralen Verträglichkeits-
bedingungen in einem mehrfach zusammenhängenden, einfach berandeten 
Körper als natürliche Bedingungen des Minimalprinzips ergeben. 
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Wir betrachten einfachheitshalber einen zweifach zusammenhängenden Körper 
V aus elastischem C088eratschem Material, der in V durch Volumenkräfte Xi 
und Volumenmomente Y t und auf der Oberfläche F durch Kraftspannungen Pi 
und Momentenspannungen qt belastet ist. Die elastische Energiedichte des 
Materials sei W (Yik, Xik). Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie 
lautet dann [8J: 
15 {f (W (Yik, Xik) - Xl Ui - Y l 1)t) d V - f (Pt Ut + qt 1)i) d F } = 0, (39) 
v F 
bei Beachtung der Zwangsbedingungen : 
Ylk - Gi Uk + eik/1)z = 0 , (40) 
Xtk - Gi 1)k = 0, 
Wir beschränken uns auf Körper, für die keine 
dingungen auf F vorgeschrieben sind. 
Zu (39) gehören die natürlichen Bedingungen: 
GW 
aik=-,,-, 
U Yik 
aw 
flilC = G Xik ' 
in V. 
(41) 
kinematischen Zwangsbe-
(42) 
(43) 
welche die Definitionen der Kraft- und Momentenspannungen darstellen, 
Gi ai/c = X k , (44) 
in V, 
Gi ftik + eklm alm = Y k (45) 
die Gleichgewichtsbedingungen, und schließlich die Oberflächenbedingungen : 
ni alk = Pk , (46) 
aufF; 
(47) 
nt ist der äußere Normaleneinheitsvektor eines Flächenelementes d F. Eine 
Friedrichsche Transformation [9J liefert uns nUn das Castiglianosche Variations-
prinzip des C08seratschen Kontinuums: 
Im Gleichgewichtsfall ist 
15 f W* (alk, fllk) d V = 0 (48) 
v 
unter den Zwangs bedingungen (44) bis (47); W* (alk, flik) ist durch eme 
Legendresche Transformation aus W (Yik , Xlk) entstanden: 
W* (alk, flik) = Yik alk + Xtk fllk - W (Ylk, Xik) . (49) 
Dements prechend ist 
und 
a W* 
-~-- = Yik, 
üaik 
a W* 
--=Xik' 
G flik 
(50) 
(51) 
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Die homogenen Gleichgewichtsbedingungen (44) und (45) werden identisch 
erfüllt durch den Spannungsfunktionsansatz [7]: 
a(i~/ = eipq Gp F qk , (52) 
,u(~P= eipk Gp Gqk + {hk F pp - F ki , (53) 
mit den uicht symmetrischen Spannungsfunktionstensoren F ik und G ik . Be-
zeichnen wir mit a(~) und ,u(~) Partikularlösungen der inhomogenen Gleichge-
wichtsbedingungen, dann sind 
aik = a(~) + a(~) (54) 
und 
m 00 (55) 
,uik = ,u ik + ,u ik 
dei allgemeinen Lösungen der Gleichungen (44) bis (47). Wir denken uns die 
Deformationstensoren in 
f (Yik (j aik + 'Xik (j ,uik) d V = 0 (56) 
v 
durch Spannungsfunktionen ausgedrückt und erfüllen die Bedingungen 
Gi (jaik = 0, Gi (j ,uik + eklm (jalm = 0 in V, (57) 
ni (j atk = 0, nt (j ,uik = 0 auf F (58) 
für (j aik und (j ,uile durch die Ansätze 
mit 
in V, 
(j ,uik = eipq op (j G qk + (jik (j F qq - (j F kt , 
auf F. 
ni (eipq Gp (j G qle + (jik (jF qq - (jFktl = 0 
Die Gleichung (56) lautet dann: 
(59) 
(60) 
(61) 
(62) 
f {Yik eipk op (j F qk + 'Xile (etpq op lJ G qk + (jik (j F pp - (j F kt ) } d V = 0, (63) v 
aus der sich nach partieller Integration und Anwendung des Gaußschen Satzes 
ergibt: 
f { [eipq op Yqk + (jile 'Xpp - 'Xlei] lJ File + [etpq op 'Xqle] (j G ile } d V + v 
+ f nz elim (Ymle (j File + "mle (jGile) d F = 0 . (64) 
F 
Da die Variationen (j Fa und (j Gik in V willkürlich sind erhalten wir in V die 
differentiellen Verträglichkeitsbedingungen ' 
und 
(13) 
eipq op Yqle + (jile "qq - 'Xlei = O. (14) 
Die.Spann~ngsfun~tionsvariationen im Flächenintegral müssen die homogenen 
GlelChgewlChtsbedmgungen erfüllen. Das erreichen wir, wenn wir in einer 
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Umgebung von F [10], [11] 15 F ik und bGlk als Nullspannungsfunktionen schrei-
ben [7]: 
15 F ik = Oi /k, (65) 
15 Glk = Oi gk - elkl ft . (66) 
Wir setzen voraus, daß 15 F ik und Cl Glk in der Umgebung von F eindeutige 
Funktionen E Cl sind. 
Mit (65) und (66) wird das Flächenintegral in (63): 
f nl eUm (Ymk Ci /k + Xmk [Oi gk - eik/ tzJ ) d F = 0 . (67) 
F 
Durch partielle Integration erhalten wir: 
f nl eUm { Oi (Ymk h) + Ci (Xmk gk) -
F 
- (Oi Ymk + Xml eilk) h - Ci Xmk gk } d F = 0 . (68) 
Die beiden letzten Terme im Integranden liefern wegen der Willkürlichkeit von 
hund gk in der Umgebung von F, die auf F fortgesetzten differentiellen Ver-
träglichkeitsbedingungen. Die ersten beiden Terme lassen sich über den Stokes-
sehen Satz in ein Kurvenintegral umformen; dabei ist die Oberfläche F zu 
einer einfach zusammenhängenden Fläche F' kanonisch aufzuschneiden [10]. 
AlJb.2 
Die Randkurve K der Fläche Fist: K = K(l) + K(2) + K(l) + K(2). 
+ + 
Wir erhalten das Kurvenintegral 
p (Ymk h + "mk gk) d ~m = 0 . (69) 
K 
Da Ymk und Xmk auf F stetig sind, lassen sich z. B. die Integrale 
p Ymk /k d ~m + P Ymk /k d ~m 
K(l) K(l} 
+ 
zu einem Integral über K(ll zusammenfassen, wobei im Integranden die Sprung-
funktion [/k] erscheint: 
P Ymk [/k] d ~m . 
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Wir können deshalb das Kurvenintegral (69) als Summe von zwei Kurven-
integralen schreiben: 
1i {ymk [/k] + Umk [gk] } d ~m + 
K(l) 
+ 
+ 1i { ymk [/k] + Umk [gk] } d ~m = 0 . (70) 
K(2) 
+ 
Da wir die Variationen (j F ik und (j Gik in der Umgebung von F als stetig vor-
ausgesetzt haben, liefern die W eingarten- Volterraschen Sprungbedingungen (27) 
und (29) 
[h] = ak (71) 
[gk] = Ck + ekli al ;i (72) 
mit beliebigen infinitesimalen konstanten Vektoren ak und Ck; ~i ist ein Punkt 
auf der Schnittkurve K .. 
Die Gleichung (70) lautet dann: 
ak { 1i (ymk + Uml elld ~i) d ~m } + Ck { 1i Umk d ~m } + 
K(l) K(l) 
+ + 
+ ak { P (ymk + Uml elki ;i) d ;m } + Ck { 1i Umk d ;m } = 0 . (73) 
Kl2> K(2) 
+ + 
DieKurvenintegrale über K(l) sind Null, weil jede in K(l) eingespannte Fläche V 
ganz in V liegt und in V die differentiellen Verträglichkeitsbedingungen erfüllt 
sind. 
Da ak und Ck willkürlich sind, ergeben sich schließlich aus (73) die integralen 
Verträglichkeitsbedingungen: 
1i (Ymk - Uml ekli ;i) d ;m = 0 (32) 
K(') 
+ 
und 
1iumkd~m=O. (31) 
K(2) 
+ 
Die Erweiterung der in diesem Abschnitt abgeleiteten Ergebnisse auf n-fach 
zusammenhängende Körper (n >- 2) bereitet keine Schwierigkeiten. 
Wir haben damit gezeigt, daß alle Bedingungen für die Verträglichkeit eines 
Cosseratschen Deformationszustandes natürliche Bedingungen des Castighano-
sehen Variationsprinzips sind; ein Ergebnis, das nach den Erfahrungen aus der 
klassischen Elastizitätstheorie zu erwarten war. 
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